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Sicherheit von Zahlenschléssern — Moglichkeiten geschickt zahlen

Titel Sicherheit von Zahlenschlossern — Moglichkeiten geschickt zahlen
Thema Kombinatorisches Denken

Kontexte — Kernfragen — Kernidee

Im Kontext von Zahlenschlossern als einfachem Beispiel fiir die Sicherung mit Codes werden zentrale Strategien der Kom-
binatorik erarbeitet. Die Zahlenschlosser motivieren die Frage nach der Sicherheit der Schldsser. Sichere Codes brauchen
moglichst viele Einstellmoglichkeiten, so dass sie nicht in kurzer Zeit durch Ausprobieren geknackt werden konnen. Wih-
rend fiir Zahlenschlosser auch mechanische Kriterien relevant wiren (Materialstidrke etc.), ist bei Passwortern im Internet
allein die Anzahl der Einstellmoglichkeiten ausschlaggebend. Deswegen nutzen PINs nicht mehr nur Zahlen, sondern auch
Zahl-Buchstabenkombinationen, vorzugsweise mit Sonderzeichen.

Fiir die kombinatorische Bestimmung von Moglichkeiten spielen rezepthaft anzuwendende Formeln eine sehr untergeordne-
te Rolle, da sich immer wieder Fille ergeben, fiir die den Lernenden keine Formeln zur Verfiigung stehen. Wichtiger ist
daher die Erweiterung der Problemlosekompetenzen.

In diesem Sinne geht es im Kapitel eher um geschicktes Darstellen und Zihlen von Moglichkeiten. Eingefiihrt werden dazu
zunéchst strukturierte Listen und Baumdiagramme, von denen ausgehend dann die verkiirzten Rechenwege — soweit mog-
lich — entwickelt werden.

Kernfrage A: Wie kann ich alle Méglichkeiten geschickt zihlen und darstellen?

Ausgehend von der Kernfrage fertigen die Lernenden zunehmend systematischere Listen an, dann lernen sie auch Baumdia-
gramme mit der Strukturierung nach Schritten kennen und leiten daraus die multiplikative Formel ab. Sie nutzen also zu-
nehmend strukturiertere und verkiirzte Darstellungen, um die Zdhlprobleme zu losen. In dem Teil, der nicht den Basisweg
umfasst, werden auch Zihlprobleme ohne Beachtung der Reihenfolge betrachtet. Dazu wird die Strategie ,,einfachere Fra-
gen stellen* bereichsspezifisch ausgebaut zu ,,Zu viel zédhlen und Doppelte zusammenfassen®. Da der Fokus auf den Strate-
gien und nicht auf Formeln liegt, wird dazu jedoch keine allgemeine Formel erarbeitet.

Kompetenzen

K1: Ich kann Moglichkeiten geschickt zdhlen mit der Strategie ,,systematisches Aufschreiben von Listen®.

K2: Ich kann Moglichkeiten geschickt zdhlen mit der Strategie ,,systematisches Zeichnen von Baumdiagrammen*.
K3: Ich kann Moglichkeiten geschickt zéhlen mit der Strategie ,,in Schritten zéhlen und rechnen®.

K4: Ich kann schwierige Zihlprobleme 16sen, indem ich einfachere Fragen stelle.

e

Daten und Zufall

Probleml6sen . . = :
. Kombinatorisches _ [ Wahrscheinlichkeits-
Zahl und MaR Zinsrechnung . Denken = rechnung

Problemldsestrategien

Raum und Form

Beziehung und
Veranderung
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Struktur ca. 2 Wochen
Einstieg: Was macht ein Zahlenschloss sicher? 15
|
Wie kann ich alle Méglichkeiten geschickt zahlen und darstellen? ﬂn
E1|E1  Mehrere Schldsser (mit o1 Systematische Listen erstel- | y1-ve Moglichkeiten iber- 30 30
Listen) untersuchen len sichtlich zéhlen
E2 Baumdiagramme zum 02  Baumdiagramme nutzen V7|Vv7 Moglichkeiten im 25 25
iibersichtlichen Zihlen \V: Baumdiagramm dar-
nutzen V9-v10| stellen
V9-V10
E3 Zahl der Moglichkeiten | 03  In Stufen zéhlen, um zu rech-| V11|v11 Moglichkeiten im 35 20
mit Rechnungen bestim- nen V12 Baumdiagramm dar-
men V13, m|l stellen und rechnen
I| E4  Zuviel zdhlen l |04 Zu viel zéhlen und zusam- .|v13-15 Erst zu viel zdhlen 30 25
menfassen und dann Doppelte
E5 Moglichkeiten der An- zusammenfassen 30
ordnung bestimmen
I| E6 Schwierigeres Zahlprob- V17-V20 Moglichkeiten in unter- 15
lem l6sen .|V21-V22 schiedlichen Situatio-
nen

Basisweg (bei Nutzung aller Basisaufgaben im niedrigeren Niveau):
E1—-01-E2-02—E3—03-E5 (d.h. ohne E4, E6, 04)

Kurzweg (bei wenig Zeit):
E1|E1—-01—-E2—-02—E3 - 03 mit Vertiefen aus V1-V12
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Intensivzugriff

Hintergrund

Der Kontext Zahlenschldsser ist die zugéngliche Variati-
on des Kontexts Geheimcodes, der zum Beispiel mit
PINs, TANs und anderen Passwortern im Internet eine
sehr grofe Relevanz hat (Bild aus V18).

Ihr neues Passwort: Ein mdglichst sicheres Passwort
| | besteht aus:

& Mindestens 8 Zeichen

neues Passwort wiederholen: & Buchstaben und Zahlan
| | & Umlauten undfoder Sonderzeichen

& GroB UND Kleinschreibung

,,Je mehr Einstellmoglichkeiten, desto sicherer das
Schloss.“ Auch wenn die Sicherheit von Fahrrad-
Schlossern von vielen Aspekten abhéngig ist, lédsst sich
die Idee der Abhéngigkeit der Sicherheit von der Zahl der
Einstellmoglichkeiten dennoch gut erarbeiten. Dabei
greift das Kapitel nicht auf Wahrscheinlichkeiten zu (dies
erfolgt spater im Kapitel 10 zur Wahrscheinlichkeits-
rechnung), sondern verbleibt komplett beim Zdhlen von
Moglichkeiten. Auf das hier fokussierte geschickte Zih-
len von Moglichkeiten und die zugehorigen Darstellun-
gen der strukturierten Liste und des Baumdiagramms
kann im 10. Jahrgang das Kapitel zur Wahrscheinlich-
keitsrechnung aufbauen.

Im Kapitel Kombinatorisches Denken lernen die Schiile-
rinnen und Schiiler, Zdhlprobleme zunehmend systema-
tisch zu I6sen, indem sie systematische Listen, Baumdia-
gramme und dann Rechnungen

. . A—AfA
nutzen. Letzterem wird dabei A <A<3 Aﬁ&.
weniger Bedeutung fiir das Kapi- E<§ QEQ

tel eingerdumt, weil es nicht um
eine rezepthafte Nutzung fertiger

A—BAA
B<f<a B AR
Formeln geht, sondern um Prob-

A BBA
8<p |ggp

lemlosestrategien — insbesondere 1.5¢heitt
um die Strategie ,,Systematisc 3 Schritt
aufschreiben®.

Auch wenn das Rechnen mit fertigen Formeln nicht im
Vordergrund steht, legen es Zihlprobleme mit grof3en
Zahlen doch nahe, nicht durchgingig auf Listen und
Baumdiagramme zuriickzugreifen, sondern rechnerische
Ansitze zu entwickeln. Dies ist fiir Zdhlprobleme mit
Wiederholungen und mit Beachtung der Reihenfolge
besonders einfach. Gleichzeitig werden von Beginn an
auch Probleme der anderen kombinatorischen Grundsitu-
ationen thematisiert, um die Lernenden nicht in Rezepte
verfallen zu lassen. Die Grundsituationen (mit / ohne
Wiederholung; mit /ohne Beachtung der Reihenfolge)
werden allerdings (im Gegensatz zum Unterricht der
Oberstufe) nicht als solche klassifiziert.

Dabei orientiert sich die Logik des Kapitels weniger an
den verschiedenen Zihlproblemen, die abgearbeitet wer-
den, als vielmehr an den zunehmend strukturierter wer-
denden Losungsstrategien. Im Wissensspeicher werden
folgerichtig die zentralen Strategien und Darstellungs-
mittel (Listen / Baume / Rechnungen) prominent gesi-
chert.

Auch wenn die Losungswege Liste, Diagramm, Rech-
nung grundsitzlich progressiv eingenommen werden, so
ist der flexible Wechsel zwischen den Strategien ent-
scheidend, um kombinatorische Probleme erfolgreich
16sen zu konnen. Listen ermoglichen eine inhaltliche
Validierung rechnerischer Ansitze, die oft voreilig ohne
hinreichende Klidrung der Situation genutzt werden. Inso-
fern ist es wichtig, die Lernenden immer wieder zum
Validieren mit Listen anzuregen.

Das ist auch fiir die Vorsichtigen wichtig, um ihr inhaltli-
ches Verstidndnis mit weiteren Strukturen (Wo sind Stu-
fen fiir ein Zahlen in Schritten? Wie sehen die Aste in
einer Stufe aus? Kann man die Anzahl schneller bestim-
men?) anzureichern.

Etappe A: Wie kann ich alle Méglichkeiten geschickt
zdhlen und darstellen?

In E1|E1 werden verschiedene Zihlprobleme auf einmal
prasentiert, um direkt die Vielfalt der Herausforderungen
nebeneinander zu sehen (im Basisweg ohne Yussufs
Zahlenschloss ohne Wiederholung und ohne Beachtung
der Reihenfolge). Die Erkundungen sind bewusst offen
fiir vielfdltige Wege, prominent sind hier (unsystemati-
sche) Listen, die in O1 in einer moglichst systematischen
Form gesichert werden. In der Basisaufgabe E1 wird die
Liste explizit angeregt.

In E2 und O2 werden die Baumdiagramme fiir alle Ler-
nenden als alternative Darstellung erarbeitet und gesi-
chert. Sie erlauben es, in Schritten zu zidhlen, was eine
weitergehende Systematisierung der Listenerstellung
ermoglichen kann. Zudem ermoglichen die Baumdia-
gramme die Fokussierung der Moglichkeiten in jedem
Schritt (fiir Zahlenschlosser heif3t das an jeder Stelle).
Damit wird die Entwicklung eines rechnerischen Lo-
sungswegs iiber die Multiplikation der Moglichkeiten in
jedem Schritt vorbereitet, die in E3 und E5 erarbeitet und
in O3 gesichert und mit den anderen Losungsstrategien
verkniipft wird.

Entscheidend ist immer wieder der Wechsel zwischen
den Strategien, um ein addquates Verstindnis und eine
hinreichende Validierung des gewihlten Modells zu
gewihrleisten.

Das anspruchsvolle Zahlproblem ohne Wiederholung und
ohne Beachtung der Reihenfolge ist in E4 ein geeigneter
Anlass fiir die Strategie ,,Einfachere Fragen stellen®. Sie
wird hier umgesetzt in die bereichsspezifische Strategie
»Zu viel zdhlen und wieder ausgleichen®, um einen rech-
nerischen Ansatz zu finden. Das bedeutet, man ignoriert
die Nichtbeachtung der Reihenfolge und bestimmt die
Zahl der Moglichkeiten fiir die Kombination ohne Wie-
derholung per Multiplikation und dividiert dann durch
die Anzahl der moglichen Anordnungen der Moglichkei-
ten, die sich nur in der Reihenfolge unterscheiden.

Diese Strategie wird auf dem Basisniveau ausgespart, fiir
die anderen aber in O4 gesichert.
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E6 bietet schlieBlich eine komplexe Anwendung.

Es ist sinnvoll, die erarbeiteten Strategien ,,systematisch
aufschreiben in einer Liste®, systematisch aufschreiben
im Baumdiagramm® und ,,Einfachere Fragen stellen* auf
groBBen Karten in der Klasse auszuhidngen, um die Ler-
nenden immer wieder dazu anzuregen, diese bewusst zu
nutzen.

systematisch avfschreiben
einfachere Fragen stellen

Rezepthafte Formeln dagegen sind in dem Kapitel aus-
driicklich nicht erwiinscht.

Differenzierung mithilfe von Basisaufgaben

In der Basisversion wird auf die Erarbeitung der Strategie
,,Zu viel Ziahlen und dann Doppelte zusammenfassen*
verzichtet, so dass sich diese Lernenden auf die anderen
Strategien konzentrieren konnen. Dadurch entfallen die
Aufgaben E4, E6 und O4. In Aufgabe E1 wird die Heraus-
forderung, zu vielen teilweise komplexen Schlossern die
Moglichkeiten zu bestimmen, reduziert, indem das
schwerste Schloss durch ein sehr einfaches ersetzt wird
und die Aufgabenstruktur durch enger gefiihrtes Abarbei-
ten der einzelnen Schldsser weitergehend vorstrukturiert
wird.

Im Vertiefen wird durch eine stirkere Vorstrukturierung
im Arbeitsblattformat in V7, V10, V11 unterstiitzt und die
Reflexion von Schritten beim Deuten von Baumdia-
grammen und Aufstellen von Rechnungen angeregt. V13
bietet eine abschlieBende Systematisierung der Darstel-
lungen, die gut bearbeitet werden kann, wenn die anderen
an weiteren komplexen kombinatorischen Problemen
arbeiten. V14 regt noch einmal bewusst an, mit Strategien
zu arbeiten.

Diagnose

e Inwiefern gelingt es den Lernenden zunehmend die
angebotenen Strukturen (Gruppen in den systemati-
schen Listen, Schritte im Baumdiagramm, Multipli-
kation als 6konomisches Zihlen in Schritten) zu nut-
zen, um die Zahlprobleme 6konomischer zu 16sen?

e Inwiefern gehen die Lernenden auf Listen und
Baumdiagramme zuriick oder vereinfachen die Zihl-
probleme, um Ansitze begriindet aufzustellen oder
zu validieren?

Die grofie Gefahr bei der Nutzung von rechnerischen
Verfahren in der Kombinatorik besteht darin, dass will-
kiirlich Rechnungen aufgestellt werden, ohne die Passung
zur Situation hinreichend zu reflektieren. Daher emp-
fiehlt es sich, die Lernenden immer wieder zur Nutzung
von Listen oder Baumdiagrammen zur Generierung oder
Validierung von Ansétzen anzuregen.

Zusatzliches Trainingsangebot
Zu jeder Trainingsaufgabe befinden sich weitere Trai-
ningsaufgaben im Onlinebereich von CORNELSEN.
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Einstiegsseite Sicherheit von Zahlenschlossern

Ziele Umsetzungsvorschlag (15 min + HA + 20 min)
Die Schiilerinnen und Schiiler... Gemeinsames Anschauen der Seite UG
¢ denken sich in den Kontext der ZahlenschlGsser ein; und Sammeln erster Ideen zur Sicherheit von
« reflektieren tiber den Zusammenhang der Anzahl der Stel- Schlossern und Verschliisselungen, insbeson-
len eines Zahlenschlosses oder Codes mit der Sicherheit dere von ZahlenschlGssern

des Schlosses.
Mogliche HA: E1a) | E1a)

Bezug
Die allgemeinen Uberlegungen zur Sicherheit und zur An-
zahl der Kombinationsméglichkeiten bei Zahlenschlossern
werden in E1|E1 konkretisiert, so dass verschiedene Wege
zur Bestimmung der Anzahl der Moglichkeiten entwickelt
werden konnen.

Vorbereitung/Material
Zahlenschlosser und andere Verschliisselungsinstrumente
mitbringen (lassen).

?E Umsetzungshinweise/Alternativen

&Im Rahmen der Diskussion kann die Vielzahl der Erfah-

= rungen der Lernenden mit (Zahlen-)schlossern und Codes

N . .

> und deren Sicherheit eingefangen werden.

"4 In der Moderation sollte hervorgehoben werden,

S e welche Aspekte in der folgenden Unterrichtsreihe

= bewusst und explizit aufgegriffen werden (z.B. die
Bestimmung der Anzahl der Moglichkeiten von Zah-
lIenschlossern und anderen Codes) und

e welche Aspekte im Kapitel nicht prominent untersucht
werden (z.B. Verschliisselungsverfahren, Wahl zwi-
schen verschiedenen Schlosstypen, Schlosser mit
Schliissel, Stabilitdt von Schldssern,...).

In
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Wetten, ich kann deine Zahlenkom-

Wieso gibt es eigentlich nur Schisser
bination selbst ravsfinden, Merve?

mit drei, vier oder fUnf Zahlen, aber

nicht mit weniger? )

An unserer neven Haustir bravcht

Nee, ich hab extra das Schloss man sogar einen sech:.ﬂell?en

mit finf Ziffern genommen. Code vnd mein Passwort im Infernet
hat sogar acht.

\
)

3

i

\
A

|
(

Zahlenschlosser an Fahrriadern Die Sicherheit von Fahrrad-

liefern den ersten Zugriff zu Pass- schlossern wird auch durchs Mate-
wortern: Je mehr Stellen und Zif- rial bestimmt, bei Passwortern im
fern, desto schwieriger ist die Netz dagegen geht es ausschliellich
Nummer zu erraten. um die Zahl der Mdglichkeiten.

Ziele des Kapitels aus Vorschauperspektive

In diesem Kapitel. ..
e  beschiftigst du dich damit, warum es wichtig ist, wie viele Einstellmoglichkeiten ein Zah-
lenschloss oder Passwort hat.
e  zdhlst du geschickt die Anzahl der Einstellmoglichkeiten.
e nutzt du dazu verschiedene Darstellungen.
e suchst du zu Zidhlproblemen einfachere Fragen, um den Rechenweg zu finden.



Schnellzugriff
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Erkunden A Wie kann ich alle Moglichkeiten geschickt zihlen und darstellen?

E1|E1 Ziele

Die Schiilerinnen und Schiiler...

« erkunden verschiedene Arten von Zahlen- und Buch-
stabenschlossern und die Anzahl der Moglichkeiten;

« finden und vergleichen Wege, die Anzahl von Méglichkei-
ten zu bestimmen und aufzuschreiben;

« iiberpriifen Listen auf Vollstindigkeit.

E1 |E1 Bezug
Weiter mit

E1 |E1 Vorbereitung/Material

Verschiedene (Zahlen-)Schlosser zur Veranschaulichung
und zum Ausprobieren mitbringen (lassen). Lochkarten,
wenn vorhanden.

?E E1]|E1 Umsetzungshinweise/Alternativen

Lm,la),l 1a) Hier reicht eine grobe qualitative Schitzung.

3 1b-d)| 1b) Es empfiehlt sich, zunichst das Verstidndnis der
N . .. . .

2> verschiedenen Arten von Schldssern sicherzustellen, insbe-

E1|E1 Umsetzungsvorschlag (ca. 30 min)
a)la) Ewvtl. als HA nach Auftakt

b-d)|
b)

Die Basisaufgabe hat bis auf die von UG
Peter | Yussuf dieselben Schlosser.

Vorlesen und Klidrung inhaltlicher Fragen
und des Funktionierens der Schlosser
(Yussufs Lochkartenschloss ist erldute-
rungswiirdig, in Basisaufgabe 1b ersetzt).
Erste Vermutungen tiber Anzahl der

Einstellmoglichkeiten aufstellen. EA/PA

Ergebnisse vergleichen, systematischer
aufschreiben und auf Vollstiandigkeit
iiberpriifen (Mathekonferenz).

ellc) PA/ GA

Vergleichen der Losungen und Begriin-
dungen.

flld) GA/ UG

Mogliche HA: V1

Basisaufgabe 1b)-d):
Peters Schloss Mias Schloss Alis Schloss Pauls Schloss
1000 #27 #1.728 #5040

meist iiber Listen bestimmt.

v sondere das Lochkartenschloss wird den Lernenden evtl.
@ nicht vertraut sein (in der Basisaufgabe fehlt es). Da beim
"E Lochkartenschloss die Reihenfolge der Markierung der
= Felder beliebig ist, sind hier 12 und 21 identisch (am bes-

E1|E1 Lernwege
Die Lernenden werden ihre Losungen bei den verschie-
denen Schlossern in unterschiedlichem Grad strukturieren

ten konkret am Bild einer Lochkarte erkldren.)

Die Schlosser sind nicht alle gleich schwierig, die Lernen-
den sollten angeregt werden, bewusst zuerst die einfachen
Schldsser zu bearbeiten und Listen anzufangen, auch wenn
es zu viele Moglichkeiten sind, um sie vollstindig zu no-
tieren. Bei der ersten Bearbeitung in E1 | E1 miissen noch
nicht alle Schlosser geknackt werden, es reicht zu verste-
hen, warum es kompliziert ist. Im methodisch sehr wich-
tigen Vergleich zwischen den Lernenden konnen systema-
tischere Notationen thematisiert werden.

Die Reflexion von 1f) und 1d) wird gemeinsam durchge-
fithrt. Dabei werden verschieden systematische Notationen
der Lernenden am OHP verglichen. Die Suche nach struk-
turierten Notationen zieht sich aber bis

E1|E1 Erwartungshorizont

1a)|1a): Je mehr Einstellmoglichkeiten ein Schloss hat,
desto sicherer ist das Schloss, wenn es mit Probieren in
einer bestimmten Zeit ge6ffnet werden soll. Fiir ein
Schloss mit 1000 Kombinationen braucht man aber nur ca.
3h, wenn man pro Sekunde eine Moglichkeit ausprobiert.
1b):

Mias Schloss Alis Schloss Yusufs Schloss Pauls Schloss

#27 #1.728 #6 #5040
meist iiber vollstandige oder angefangene Listen bestimmt.
Fiir 1c) und 1d) ist strukturiertes Aufschreiben niitzlich.

und unterschiedliche Darstellungen nutzen. Es konnen Lis-
ten, Baumdiagramme oder das Stellenwertsystem genutzt
werden. In E1|E1 reicht es, die Lernenden bei der Uberar-
beitung zu ermutigen, moglichst geordnete (angefangene)
Listen zu erstellen. Es konnen aber ganz verschiedene Sor-
tierungen vorgenommen werden.

E1|E1 Differenzierung
Die Aufgaben ermdglichen unterschiedliche Zugénge tiber
verschiedene Darstellungen, den Grad der Strukturierung,
das Schwierigkeitsniveau und die Vollstidndigkeit der bear-
beiteten Aufgaben. In der Basisaufgabe wird zunichst das
schwierigste Schloss von Yussuf ausgespart und stirker
vorstrukturiert gearbeitet wird (ersatzweise gibt Peters
Schloss eine Hilfe fiir den Einstieg). Eine weitere Progres-
sion kann durch den Austausch unter den Lernenden und
durch adaptive Impulse (,,Wie
hast du die Moglichkeiten
angeordnet? Kannst du noch
einheitlicher, geordneter auf-
schreiben?) angeregt werden.
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Erkunden A Wie kann ich alle Moglichkeiten geschickt zdhlen und darstellen?

& E2Ziele

bpn Die Schiilerinnen und Schiiler...

> e zidhlen Moglichkeiten in Baumdiagrammen in Schritten;
E * reflektieren den Nutzen von Baumdiagrammen und ihre
g Grenzen.

S

h E2 Bezug

Nach 01, weiter mit O2.

E2 Umsetzungsvorschlag (ca. 25 min)

a) Baum zu Schloss vervollstindigen. Eine EA/ PA/
passende Liste ergénzen (evtl. schonin UG

1b)). Idee ,,in Schritten* erkléren.
b) Béaume zu Schlossern aus E1 zeichnen. EA/ PA

c) Vergleichen und Bewerten der verschie-
denen Biume

PA/ UG

Mogliche HA: Erstellen eines Baumes zu einem Schloss
mit zwei Stellen und drei Ziffern

E E2 Umsetzungshinweise
bhl.') Immer wieder den Vergleich mit den zuvor in 1b)-E1d) |
5 1b) erstellten Listen anregen.
.2 In 2¢) zielt die Reflexion auf die Komplexitit aufgrund der
'@ Vielzahl von Moglichkeiten oder der Komplexitét des
@ Zihlproblems.
'E Impulse: Was bedeutet eigentlich die Verzweigung? Wo
= findet man sie in den Listen?

E2 Erwartungshorizont

2a) Die Liste ergibt sich aus allen Eintrdgen ganz rechts im
Baum. Man muss allerdings ggf. noch Aste durchstrei-
chen, denn die Buchstaben sollen nur einmal vorkommen
2b) Ole meint mit schrittweise hier stellenweise. Zuerst
betrachtet er die erste Stelle mit einem A, dann als zweite
Stelle die weiteren Moglichkeiten, zum Ende die dritte
Stelle.

2c) Beispiellosungen fiir die kleineren Bdume im Buch.
Bei groBen Baumen ist es schwierig, eine Ordnung zu
wahren (siehe Bild); wenn nichts doppelt vorkommen darf
oder die Reihenfolge egal ist, sind die Bdume kompliziert.

E3 Ziele

Die Schiilerinnen und Schiiler...

* finden Terme, mit denen sie die Anzahl der Moglichkeiten
berechnen konnen,;

* wigen ab, wann eine Rechnung und wann eine Liste oder
ein Baumdiagramm der bessere Losungsweg ist.

E3 Bezug
Nach 02 und viel Vertiefen, weiter mit O3.

E3 Umsetzungsvorschlag (35 min)
a) Ideen fiir mogliche Terme entwickeln EA

bc)  Lernende versuchen sich an Termen fiir
die anderen Schlosser.

EA/ PA

d) Verschiedene Losungswege vergleichen pa/ UG
Magliche HA: Fiir V1 Rechnungen suchen

E3 Umsetzungshinweise/Alternativen

Entscheidend ist, dass Pias Vorbild folgend an Listen und
Biumen erklirt wird. (Niitzliche Notationen und Strukturen
dazu werden in V7 explizit gemacht.)

Wichtig ist (immer wieder) die Reflexion: Mit einer Rech-
nung ist man schneller; mit Listen oder Baumen versteht
man die Situationen besser.

E3 Erwartungshorizont
3a) 12 - 12 - 12 = 1728 Moglichkeiten. Fiir die erste Ziffer
gibt es 12 Moglichkeiten. Bei jeder dieser 12 gibt es fiir die
zweite Ziffer ebenfalls 12 Moglichkeiten, also insgesamt
schon 12 - 12 = 144 Moglichkeiten. Bei den 144 Moglich-
keiten gibt jeweils weitere 12 Moglichkeiten und damit 144

- 12 = 1728 Einstellmoglichkeiten insgesamt.

3b) Mia: 3 - 3 - 3 =27 Maoglichkeiten

Yusuf: (4 - 3) : 2 = 6 Moglichkeiten (Rechnung nicht be-
sprechen, sie ist noch nicht leistbar, sondern wird erst in E4
angeregt)

Peter: 10 - 10 - 10 - 10 = 10.000 Moglichkeiten, ...

3c) Rechnungen sind bei vielen Moglichkeiten sinnvoll,
wenn die Struktur bereits an Beispielen mit kleinen Zahlen
und anhand von Listen verstanden worden ist. Bdume bieten
sich an, um immer alle Moglichkeiten aufzuzihlen, ohne auf
weitere Einschrinkungen zu achten.
Im zweiten Schritt schrankt man
diese dann ein. Listen helfen, da man
mit diesen auch unsystematisch
beginnen kann, wenn man die Situa-
tion noch nicht vollstindig durch-
drungen hat.
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Erkunden A Wie kann ich alle Moglichkeiten geschickt zdhlen und darstellen?

E4 Ziele

Die Schiilerinnen und Schiiler...

« unterscheiden Listen mit Beachtung der Reihenfolge von
solchen, bei denen die Reihenfolge nicht beachtet wird;

« reflektieren den Nutzen von Situationen, in denen man
rechnen kann;

Schnellzugriff

der zusammenfassen®.

E4 Bezug

Nicht im Basisweg. Nach und bei Sicherheit, Rechnun-
gen zur Losung von kombinatorischen Problemen zu nut-
zen. Weiter mit

E4 Vorbereitung/Material
Evtl. ein echtes Lochkartenschloss bzw. Material zur Ver-
anschaulichung eines solchen.

E4 Umsetzungshinweise/Alternativen

= In der Begleitung und Reflexion explizit aufgreifen, wa-
:S rum die Strategie Zu viel Zdhlen und wieder ausgleichen
> niitzlich ist (da eine durch Multiplikation berechenbare
‘» Situation geschaffen wird). Der volle Nutzen erschlieBt
sich aber erst nach einigen Realisierungen, wenn klar ist,
dass immer durch zwei (oder durch die Anzahl der Kom-
binationen der Menge) geteilt werden muss.

Alternativ kann 4c) nach 4d) von allen (auBler Basis) bear-
beitet werden.

zugriff

Intensi

E4 Erwartungshorizont

4a) Es miissen immer zwei Locher markiert sein und eine
Zahl kommt immer nur einmal vor, deshalb konnen keine
zwei Locher markiert werden, die dieselben Zahlen dar-
stellen. Rechnung 4-3.

4a) 4b)

4,,( (.‘ ’(J & 2/ 5

I g& ol ) J,C

L 13 Y

21 4QLe

1t 24

+1 0 e

4b) Beim Schloss gibt es 6 verschiedene Codes.

4c) Das 5-Loch-Lochkartenschloss hat 30 verschiedene
Einstellmoglichkeiten. 5 - 4 - 3 = 60 Moglichkeiten insge-
samt, wenn die Reihenfolge wichtig wire. In jeder Gruppe,
die zu einer Markierung an der Lochkarte gehort, sind 6

Elemente (z.B. 123, 132, 213, 231, 312, 321). Also gibt es
60 : 6= 10 Moglichkeiten.

j

A e

« erkunden den Sinn der Strategie ,,Zu viel Zihlen und wie-

E4 Umsetzungsvorschlag (35 min)
a) Uberfiillte Liste und Rechnung aufstellen £a / PA
b) Liste umstrukturieren, doppelte zusam-

menfassen und Zahl der tatsdchlichen
Moglichkeiten bestimmen.

EA/ PA

c) Schnellarbeiter zihlen Moglichkeiten bei £a/ pa
einem weiteren Lochkartenschloss.

d) Reflektieren, was in den obigen Aufgaben g
warum gemacht wurde, um iiberfliissige
Moglichkeiten auszugleichen.

Mogliche HA: V14 oder V13

4e) Zu viele Moglichkeiten kann man bei diesen Beispielen
mit der Division durch 2 ausgleichen (durch die Division
durch die Anzahl der gleichen Einstellmoglichkeiten).

E4 Lernwege

Zudem ist es moglich, dass die Lernenden — vor allem bei
zuvor bearbeiteten analogen Schlossern — auf additive
Strukturen fokussieren. Dann lohnt es sich in der Reflexion
dieser Aufgabe additive und multiplikative Strukturen be-

wusst ge genuberzustellen wenn additive auftraten ‘
Ulér- '2477\”* 5(7 1’1””t'
| | [ ] ]
Aey3 &G 375 | L]
et L LLLY T
T =S
l et L LR L L]
Afggs] || [ ][] I
4 + 3 + 2 + 1—10

Die multiplikative Struktur bietet ein verallgemeinerbares
Vorgehen.

E4 Differenzierung

In der Basisversion wird diese Aufgabe ausgespart und an
den Aufgaben aus Vertiefenetappe 1, 2, aus dem digitalen
Zusatzmaterial oder an den Basisaufgaben V13, V14 gear-
beitet.
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Erkunden A Wie kann ich alle Moglichkeiten geschickt ziahlen und darstellen?

E5 Ziele

Die Schiilerinnen und Schiiler...

* bestimmen die Moglichkeiten verschiedener
Anordnungen vorgegebener Zahlen;

« reflektieren Losungswege in Bezug auf Okonomie.

Schnellzugriff

E5 Bezug
Nach E4, weiter mit V13-16.

E5 Umsetzungsvorschlag (30 min)

a) Anzahl der Moglichkeiten fiir verschiede- o/ pa
ne Reihenfolgen von vier Ziffern bestim-
men.

b) Anzahl der Moglichkeiten fiir verschiede- Ea/ pA
ne Reihenfolgen von zwei, drei und fiinf
Ziffern bestimmen.

c) Verschiedene Losungswege vergleichen. pa/ UG

Mogliche HA: Auf wie viele Arten kann man drei Kinder
auf eine Bank setzen? Und 4? Oder aus V13-V16

?E E5 Umsetzungshinweise/Alternativen

EDDie Lernenden sollten ermuntert werden, verschiedene

> Wege auszuprobieren. In der Reflexion konnen diese ver-
; glichen und begriindend vernetzt werden. Die Rechnung
‘w4 -3 -2 1 mit Bezug auf Liste und Baum begriinden: Fiir
QCJ die erste Zahl habe ich 4 Moglichkeiten, fiir die zweite 3,

= usw.
c

E5 Erwartungshorizont

5a) Pias Schloss hat 24 (4 - 3 - 2 - 1) Moglichkeiten, die 4

Ziffern zu kombinieren. Im Baumdiagramm stellen die

einzelnen Faktoren die Stufen dar.

5b) n Ziffern bei einem n stelligen Code ergibt n!.
2-stellig 3-stellig 5-stellig
2-1=2 3:2:1=6 5:4-3-2-1=120

5c) Nach den ersten Beispielen, konnte sich als schneller

Rechenweg bereits die Multiplikation ergeben.

E5 Lernwege

Bei diesem fiir die Lernenden neuen Zihlproblem konnen
die Lernenden verschiedene Darstellungen nutzen, meist
wird auf Listen oder Baumdiagramme zuriickgegriffen. Fiir
dieses spezielle Zahlproblem konnen in der wiederholten
Bestimmung von Anordnungen 6konomischere Wege
entwickelt werden.

E6 Ziele

Die Schiilerinnen und Schiiler...

* behandeln ein sehr schweres Schloss im komplexen Mo-
dell (mit Zuriicklegen und ohne Reihenfolge);

« fithren das Problem auf ein leichteres zuriick;

« reflektieren den Nutzen von Listen statt Rechnungen.

E6 Bezug
Nicht im Basisweg. Nach

E6 Umsetzungsvorschlag (15-30 min)

a) Entwicklung eines ersten Zugangs EA/ PA

b) Vereinfachte Version mit nur zweistelli-
gem Zahlencode bearbeiten

c) Reflexion der Charakteristika der Aufga- pa/ UG
be und der Problematik von Rechnungen

d) Aufteilung in Gruppen, arbeitsteilige GA
Losung der Aufgabe

Mogliche HA: V21

E6 Umsetzungshinweise/Alternativen

Die Herausforderung der Aufgabe besteht darin, gleiche
Moglichkeiten nicht mehrfach zu zdhlen. Das bedarf einer
sorgsamen Aufteilung der Kombinationen. In den verschie-
denen Kategorien konnen abkiirzende Rechnungen gefunden
werden.

E6 Erwartungshorizont

6b) 1. Weg: getrennte Bestimmung von Doppelzahlen (gut
verallgemeinerbar): 10 doppelte Zahlen (00, 11, 22, ..., 99)
und 10 - 9 : 2 = 45 andere Zahlen. 55 Moglichkeiten (55 - 4
= 220 Kombinationen)

2. Weg: Zahlen, die mit 0 beginnen: 10 Moglichkeiten, Zah-
len die mit 1 beginnen: 9 Moglichkeiten, da 10 = O1.

Mit 2 beginnend dann nur noch 8. Also 10+9 + ... +1 =55
Mbglichkeiten.

6¢)

3 verschiedene Ziffern: 10-9 -8 : 6 =120

2 verschiedene Ziffern: beginnend mit 0: 011, 022, ... ;9
Moglichkeiten

beginnend mit 1: 100, 122, ...; 9 Moglichkeiten, ...
insgesamt 90 Moglichkeiten

alle Ziffern gleich: 10 Moglichkeiten

In der Summe sind es insgesamt 220 Moglichkeiten

(220 - 4 = 880 fiir das ganze Schloss). G
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Wie kann man alle Moéglichkeiten geschickt zahlen und darstellen?

Die Schiilerinnen und Schiiler...

« unterscheiden verschiedene Listen bzgl. der
Ubersichtlichkeit;

« sortieren uniibersichtliche Listen um;

* bilden systematisch Gruppen.

Nach E1, weiter mit V1-V2 oder E2.

Materialblock, 1. Strategie auf Folie

(30 min)

Analyse der Listen EA/ PA

Gruppen suchen und markieren PA/ UG

Moglichkeiten in Listen systematisch EA
darstellen

Losungen vergleichen und iibertragen GA/ UG

Mogliche HA: V1 oder V2
HA aus V1-v4.

Hier ist Kommunikation iiber verschiedene Listen wichtig.
Verschiedene Losungen grof3 auf Karten notieren lassen
und an der Tafel sammeln. Gemeinsam sollten die in den
Listen gebildeten Gruppen herausgestellt werden.

In Liste 3 und 4 sind Gruppen und eine Struktur er-
kennbar. Liste 3 fasst verschiedene Reihenfolgen der glei-
chen Buchstaben zusammen. Liste 4 denkt vom zweiten
Buchstaben aus. Ideal ist z.B. eine gespiegelte Liste 4, aber
vieles ist zuldssig und begriindbar.

Siehe ausgefiillter Wissensspeicher.

Das Aufstellen von Listen aller Moglichkeiten kann auf
unterschiedliche Weisen durchgefiihrt werden. Hier sind
verschiedene Strukturierungen und Gruppenbildungen
denkbar.

Die Schiilerinnen und Schiiler...

« sichern das Zeichnen von Baumdiagrammen;

* nutzen Baumdiagramme, um iiber die Struktur von Listen
zu reflektieren.

Nach 01, E2 und nach hinreichend Erfahrung mit Listen
und Biumen. Weiter mit V7 |V7-V10 und dann E3 (Rechen-
regel).

Materialblock, 2. Strategie auf Folie

(25 min)

Struktur der Baumdiagramme rekonstru- Ea
ieren und mit Listen verkniipfen

Baumdiagrammen zu Typen aus
zeichnen und Gruppenbildung reflektieren

EA/ PA

Baumdiagramme vergleichen und in den PA/ UG
Wissensspeicher iibertragen.

Mogliche HA: V7 oder V8

Zentral ist auch hier das Systematische der einzelnen
Baumdiagramme herauszustellen. Es lohnt sich die Dis-
kussion, wie man Baumdiagramme einigermaf3en struktu-
riert zeichnet, damit es nicht ganz schief wird. Dabei kon-
nen auch gut inhaltliche Charakteristika der Baumdia-
gramme diskutiert werden.

Besprechung: Erstellte Baumdiagramme der Aufgaben
einsammeln, den Aufgaben begriindet zuordnen und kon-
trollieren lassen, um fiir Lernende mit Problemen ein ge-
schlosseneres Format zu erhalten.

Oles Baumdiagramm gehort zu Beispiel 1 aus
Siehe ausgefiillte Wissensspeicher

12
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Wie kann man alle Moéglichkeiten geschickt zahlen und darstellen?

Die Schiilerinnen und Schiiler...
« verkniipfen Multiplikation und die Bildung von Schritten;

« verkniipfen die Darstellungen Rechnung, Liste und Baum.

Nach O2 und E3. Weiter mit E4 (E4 nicht im Basisweg).
(20 min)
Erstellen einer Rechnung zum Baumdia- Ea/ pA
gramm aus

Verkniipfen multiplikative Struktur mit
Listen

EA/ PA

Beispiel fiir zunéchst nicht multiplikativ. A/ pA
strukturierbare Situation abgrenzen

Vergleichen und in WS iibertragen GA/ UG

Magliche HA: Unbearbeitete Vertiefenaufgabe aus V1-V12

Vor allem sollte der multiplikative Charakter gut in den
Listen und Bédumen erkannt und abgrenzende Beispiele
thematisiert werden, damit keine Ubergeneralisierung
stattfindet. Auch hier konnen wieder eigene Rechenansitze
gesammelt und den Aufgaben zugeordnet und gepriift
werden, um fiir Lernende mit Problemen ein ge-
schlosseneres Format zu haben.

Hier ist die Moderation wichtig Beispiel (3) ist hier nicht
durch eine Rechnung darstellbar, spéter in O4 schon (vgl.
auch ausgefiillter Methodenspeicher).

2 -2 -2 =8 (Multiplikation der Moglichkeiten bei
jedem Schritt).

Es gibt keine einfache Multiplikation, wie in a), weil die
Anzahlen innerhalb der 2. Ebene verschieden sind. Das
liegt an der Beachtung/ nicht Beachtung von Reihenfolgen.
Ein Baumdiagramm mit einfacher Multiplikation hat in
einem Schritt gleich viele Moglichkeiten.

Die Schiilerinnen und Schiiler...
* nutzen die Strategie ,,Zu viel zidhlen und Doppelte zusam-
menfassen und erklidren sie an Bdumen.

Nicht im Basisweg, nach E4. Weiter mit V13-V16 oder E5.

(25 min)

Wenden die neue Strategie schrittweise Ea
auf die eigene Losung an.

Zuordnen der Rechenterme zum Lo6- EA
sungsweg aus a). Erkldrungen verschrift-
lichen und Strategie begriinden.

Anwenden der neuen Strategie auf ein
neues Problem.

EA/ PA

Vergleichen und Ergebnisse in den Wis- Ga
sensspeicher iibertragen.

Mogliche HA: Aus V13-V16

Die Schritte A1 und A3 sind alternativ in dem Sinn, das
man entweder die Zahl der gebildeten Gruppen zihlt oder
durch Division der Gesamtzahl durch die Anzahl der Ele-
mente in einer Gruppe bestimmt. Die Kraft entfaltet die
Strategie ,,Zu viel zidhlen und Doppelte zusammenfassen*
nur in der zweiten Version. Dieser Nutzen kann mit den
Beispielen oder mit V15 reflektiert werden.

A4R2L1, A2(R2)L2 (ohne Markierung), dann A3L2R1
oder A1L2R3.

Es gibt 5 - 4 : 2 Moglichkeiten (entsprechende Listen
und Verbalisierungen).

Es gibt zunéchst analog 5 - 4 - 3 Moglichkeiten. Von
diesen sind 6 bis auf die Reihenfolge gleich.

13
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Vertiefen1l Moglichkeiten systematisch zahlen

Hintergrund In den Vertiefenaufgaben V1-V6 wird die systematische Liste als zentrales Mittel zur Bestimmung von
Moglichkeiten etabliert. In V1, V2 wird das Erstellen von (zunehmend systematischen) Listen bewusst
angeregt. In V3-V5 sollen die Lernenden eigenstindig auf Listen zur Losung der kombinatorischen
Probleme zuriickgreifen. Denn wenn Lernende statt der Listen rechnerische Ansitze wihlen, so wird
die Situation oft nicht addquat mathematisiert. Hier lohnt es sich, die Vorteile der Liste zu akzentuie-
ren: Man kann sich die Situation anhand der konkreten Moglichkeiten besser vorstellen und die Pas-
sung mit dem gewihlten Weg der Anzahlbestimmung iiberpriifen. Wenn Lernende schon vorzeitig
dazu tibergehen, Rechnungen zu nutzen, lohnt es sich, diese mit einer Liste zu validieren.

Vi Ziel: Zahl der Stellen und Moglichkeiten pro Stelle mit systematischen Listen
reflektieren

Dauer 25-35 min
Bezug Nach 01, auch nach E1 moglich. Als HA geeignet.
Hinweise Training; Die Rolle der Zahl der Stellen und der Moglichkeiten pro Stelle sollen die Lernenden in a)

zunichst offen reflektieren, um sie dann mit der Erfahrung bei variierender Stellenzahl und variierender
Moglichkeiten pro Stelle tiefer zu durchdringen. In e) und in gemeinsamen Besprechung soll besonders
die Frage reflektiert werden, woran man vollstdndige Listen erkennt.

Lernwege Hier werden die Lernenden durch die operative Variation der Aufgabe angeregt, Strukturen in den
Listen zu reflektieren und Listen systematischer anzufertigen. Einige Lernende konnen fiir die hier
behandelte einfachste Grundsituation ,,mit Wiederholung und mit Beachtung der Reihenfolge* auch
den Rechenweg Multiplikation der Stellen und der Moglichkeiten pro Stelle entwickeln. Es empfiehlt
sich dann, immer wieder das Validieren mit Listen anzuregen.

Ziel: Verschiedenartige Zihlprobleme gegeniiberstellen und systematische Listen
erstellen
Dauer 20-25 min
Bezug Nach E1 und O1. Als HA geeignet.
Hinweise Bei Bedarf allgemein anregen, die Passung der Informationen in der Aufgabe zur erstellten Liste noch

einmal konkret zu tiberpriifen. Die Lehrkraft liest z.B. den Aufgabentext noch einmal akzentuiert vor
und die Lernenden kontrollieren, die eigene Liste oder die des Partners.

Lernwege Die in erarbeitete Strategie ,,systematisch auf- ) (TN ‘Q\Qri e\ QN (YD § :\ W oQdle
schreiben‘ kann hier zum Bilden verschiedener ORI R YONDA, !
Gruppen fiithren. Alle Gruppierungen sind zunéchst i ‘ ||
gut, da sie systematischere Notationen darstellen. ! EOMNNNEY \'\i}«\y’- N X [\WO! |
Die Herausforderung wird dabei von einigen Ler- LI LM A TR | Iy W\

nenden in der Reflexion oft erkannt. Akl haver,
Y INLAY . B v Dt B

Ziel: Systematische Listen zum Explorieren von Situationen nutzen
Dauer 15-20 min
Bezug Nach E1 und O1. Als HA geeignet.
Lernwege Hier wird nicht mehr explizit zum Erstellen von Listen aufgefordert. Damit kann hier das Problem
auftreten, dass Lernende vorschnell unverstandene Rechenwege nutzen, ohne inhaltlich zu validieren.
Beispiel:

DA A QA
L gt et 3k v des Varmuee.

Es empfiehlt sich hier und immer wieder den heuristischen Nutzen der Listen hervorzuheben, als Mittel
zum besseren Verstindnis der in der Aufgabe gegebenen Situation.
Neben Listen konnen vereinzelt auch andere Darstellungen auftauchen (Bilder oder Tabellen).
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Dauer
Bezug

Hinweis

Dauer
Bezug
Hinweis

Dauer
Bezug
Hinweis

Lernwege

Vertiefen 2

15

Ziel: Systematische Listen zur Losung von kombinatorischen Problemen nutzen
10-15 min

Nach O1. Als HA geeignet.

V4 und V3 konnen parallel und differenziert nach Interesse in Bezug auf den Inhalt bearbeitet werden.
Der 2. Aufgabenteil ist herausfordernd bzgl. der Zahl der in einer Farbe vorhandenen T-Shirts und
Rocke. Durch Anbieten einfacher Notationen wie R1G2 (bedeutet: das rote T-Shirt Nr. 1 anziehen,
griiner Rock Nr.2) kann das Problem einer iibersichtlicheren Bearbeitung in Listenform zugénglich
gemacht werden.

Ziel: Systematische Listen erstellen und an die Situation anpassen

10-15 min A\ &S0 Man Red 76 SAdmen
Nach oo . ‘

Auch in V5 miissen die Lernenden die Aufgaben- Bl 5-SETS Q) VA i R SACmAR,
stellung in Bezug auf die Vorgaben durchschauen: o RN

Wann sind zwei Superduos verschieden, wann @) e ERENEE 578
sind sie gleich? Scan 1 lisst die Herausforderung In e[S Bl Bert | ehxs

| | |
erahnen. Im zweiten Scan sieht man, wie sie durch || |a0deres ol &72 | bel  b) ot
Rekurs auf ein Beispiel aufgelost wurde.

Ziel: Systematische Listen zu ungewohnten kombinatorischen Problemen erstellen
15-20 min

Nach

Die anspruchsvolle Reflexion in c) kann gut Charakteristika des Problems herausstellen, die alle Ler-
nenden zur Kontrolle ihrer Listen nutzen konnen: Es sind immer gleichviele ,,H*s und ,,L*s in jedem
Element der Listen, alle Eintrige miissen gleich lang sein und es miissen immer LL vorkommen. Wer
sehr viel weiterdenkt, konnte mit dem Problem ,,Auf wie viele Arten kann man 6 Kugeln, 2 Kugeln mit
L, 4 Kugeln mit H anordnen?* verkniipfen bzw. von der Lehrkraft dazu angeregt werden.

Hier kann mit Bildern, also mit der Karte, oder mit Listen gearbeitet werden. Der Nutzen der Listen
zum Schaffen von Uberblick ist im Vergleich zu den Bildern gut erfahrbar.

Maoglichkeiten im Baumdiagramm darstellen und rechnen

Hintergrund

In den Vertiefenaufgaben V6-V9 wird das Baumdiagramm als Mittel zur bewussten Akzentuierung von
Schritten etabliert. In V10-V12 findet dann der explizite Ubergang zur Bestimmung von Moglichkeiten
mit Rechnungen statt. Weiterhin sollten parallel Listen oder Baumdiagramme genutzt werden, um
aufgestellte Rechnungen inhaltlich zu validieren.

Dauer
Bezug
Hinweise

Basisaufgabe
Dauer
Bezug
Hinweise

Ziel: Baumdiagramme untersuchen und interpretieren
20-25 min

Nach E2 oder O2. Als HA geeignet, wenn nachbesprochen.

In a) sollen die Charakteristika der Grundsituationen im Baumdiagramm identifiziert werden (in (1)
kann eine Ziffer wiederholt vorkommen, in (2) sind Wiederholungen ausgeschlossen und die Reihen-
folge ist egal, da nur sich in der Reihenfolge unterscheidende Moglichkeiten zusammengefasst werden).
Die anderen Teilaufgaben vertiefen das Verstindnis der Baumdiagramme durch Darstellungswechsel.

\ Ziel: Baumdiagramme untersuchen und interpretieren
20-25 min
Nach E2 oder O2. Als HA geeignet.
Geschlossenere Variante von V7. In a) werden den Lernenden Sprachmittel fiir das Verbalisieren der
Ergebnisse an die Hand gegeben, in b) und c) wird durch vorgegebene Situationen unterstiitzt. In d)

wird durch die Vorgabe der Schritte und einer konkreten Zahl fiir den ersten Schritt angeschoben, so
dass die Lernenden diesen anspruchsvollen Darstellungswechsel leisten konnen.
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Ziel: Baumdiagramme zeichnen und operativ variieren
Dauer 15-25 min
Bezug Nach 02. Als HA geeignet.
Hinweise Die Rolle der Schritte und der Moglichkeiten pro Schritt, die in V1 in der Form von Listen erkundet

wurden, werden hier an den Baumdiagrammen festgemacht.

Ziel: Listen und Baumdiagramme statt Rechnungen nutzen
Dauer 15 min
Bezug Nach 02. Als HA geeignet.
Hinweise Falls Lernende vorschnell ohne inhaltliche Validierung des Ansatzes Rechnungen aufstellen, ist dieses

nicht iiber einen rechnerischen Zugang zu bewiltigende Problem ein Anlass Listen und Baumdiagramm
wieder zu reaktivieren und deren Nutzen zu erfahren. Da hier neu iiberlegt werden muss, wie die Listen
strukturiert und wie die Situation dargestellt werden konnte, ist die Aufgabe produktiv. Auch die Ein-
sicht, dass die Reihenfolge der Miinzen fiir die Stiickelung egal ist, entwickeln nicht alle spontan.
Differenzierung: Herausfordernd und produktiver wird die Aufgabe bei groeren Geldbetragen.

Basisaufgabe V') Ziel: Listen mit Hilfe von Baumdiagrammen systematischer gestalten

Dauer 15 min
Bezug Nach 02. Als HA geeignet.
Hinweise Die Basisaufgabe sollten Lernende bearbeiten, die noch Probleme haben, systematische Listen zu er-

stellen. Hier wird explizit die strukturierende Kraft der Baumdiagramme genutzt, um zu wenig struktu-
rierte Listen zu restrukturieren. Die erneute Bearbeitung in b) in einer anderen Darstellung regt an,
nochmal genauer zu sortieren. Niitzlich ist auch der wiederholte Einsatz des Impulses ,,Woran siehst du
denn, ob deine Liste vollstindig ist?*, der Strukturen von Listen bewusster macht bzw. die Strukturie-

rung anregt.
Ziel: Anzahl moglicher Anordnungen mit Listen und Rechnungen bestimmen
Dauer 15-20 min
Bezug Nach
Hinweise Die kombinatorische Grundsituation zu Anordnungen einer Menge vorgegebener Gegenstidnde kann in

der Aufgabe mit Listen erkundet und eine Rechenregel entwickelt werden, ohne rezepthaft mit Formeln
zu arbeiten.

Basisaufgabe V10 Ziel: Anzahl moglicher Anordnungen mit Listen und Rechnungen bestimmen

Dauer 20-25 min

Bezug Nach
Wie V10, doch wird durch vorgegebene Satzbausteine und Denkschritte die Entwicklung des Rechen-
ansatzes unterstiitzt. In c) werden weitere Beispiele zum Durcharbeiten angeboten.

V11 Ziel: Entwicklung von rechnerischen Ansétzen fiir bearbeitete Aufgaben
Dauer (abhingig von der Anzahl der Aufgaben, die bereits rechnerisch gelost wurden)
Bezug Nach
Hinweise Die Aufgabe soll die Entwicklung von rechnerischen Ansitzen, aber auch das Begriinden und insbe-

sondere Validieren dieser Ansitze anregen. Die Kontrollfragen auf dem Rand sollten hier und in weite-
ren Aufgaben genutzt werden, um vorschnelle rechnerische Ansitzen zu validieren. Zentral sind dafiir
Checkfrage 2 und 3, die das Generieren einer Liste anregen, an der die rechnerischen Zusammenhinge
validiert werden konnen und die zwischen der Situation und der Rechnung vermitteln kann.

In Teilaufgabe b) sollen die Lernenden selbst Beispiele erstellen und bewusst abgrenzende Beispiele
suchen, zu denen sie keine Rechnung finden.

Basisaufgabe vii Ziel: Entwicklung von rechnerischen Ansitzen fiir bearbeitete Aufgaben

Dauer (abhidngig von der Anzahl der Aufgaben, die bereits rechnerisch gelost wurden)

Bezug Nach 03, weiter mit V12, V13, V14.

Hinweise Wie V11, doch wird durch vorgegebene Satzbausteine und Schritte die Entwicklung des Rechenansat-

zes beispielhaft unterstiitzt.
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Ziel: Nutzung der Strategie einfachere Fragen stellen
Dauer 10-15 min
Bezug Nach
Hinweise Nach der Erarbeitung von Rechenansitzen soll in dieser Aufgabe das bewusste Nutzen von Listen als

heuristisches Mittel zur Entwicklung von Rechenansitzen auch fiir komplexere Probleme entwickelt
werden. Um die komplexe Aufgabe einer Bearbeitung zugédnglich zu machen, werden zu einfacheren
Aufgaben Listen generiert, die eine Ubertragung auf die komplexere Aufgabe moglich machen.

Vertiefen 3  Erst zu viel zdhlen und dann Doppelte zusammenfassen

Hintergrund Die Etappe widmet sich ausschlieBlich der Vertiefung der Zihlstrategie ,,Zu viel zédhlen und dann Dop-
pelte zusammenfassen®, so dass diese Etappe im Basisweg ausgespart werden kann. Lernende im Ba-
sisweg arbeiten an den bekannten Situationen und Strategien mit den hier eingefiigten Basisaufgaben
V13, V14 und nutzen das Zusatztraining sowie V17-V22.

Fiir die stiarkeren Lernenden wird in V13, V14 die Zahlstrategie ,,Zu viel zdhlen und Doppelte zusam-
menfassen® noch einmal mit anderer Darstellung und in bekannten Kontexten erfahrbar gemacht. In
V15 soll das bekannte Phinomen des Lottos mit Hilfe dieser Zihlstrategie erschlossen werden. V16 soll
eine Ubergeneralisierung verhindern, da hier die Strategie nicht ausreicht.

V13 Ziel: Erleben des Nutzens von Zihlstrategien in anderen Situationen
Dauer 15 min
Bezug Nicht im Basisweg. Nach E4, O4. V13ab) als HA geeignet.
Hinweise Die Teilaufgaben adressieren die Strategien (1) des Nutzens von Gruppen, (2)-(7) das Ausnutzen der

multiplikativen Struktur (hier des Rechtecks), sowie ,,Zu viel Zdhlen und dann Doppelte zusammenfas-
sen‘ (hier sind es leere Kistchen, die zuvor mitgezidhlt werden konnen, um die Multiplikation zu nutzen
und dann wieder herausgeteilt werden. In (6) und (7) auBBerdem ,,einfachere Fragen stellen®.

Lernwege Oft werden die Strategien nicht sofort oder bewusst genutzt. An der Aufgabe lohnt es daher, tiber
Strategienutzung gemeinsam zu reflektieren.

Basisaufgabe vi3 Ziel: Zuordnen von Zihlproblemen in verschiedenen Darstellungen

Dauer 15 min

Bezug Nach 03. V13a) als HA geeignet. (gehort nicht zu E4/04, sondern trainiert die Vernetzung der Darstel-
lungen in den einfacheren Grundsituationen)

Hinweise Inhaltlich ist diese Aufgabe anders als in V13. Da im Basisweg Aufgabe V13-V16 nicht bearbeitet wer-

den, kann V13 den Start der Wiederholung und systematischen Verkniipfung der erarbeiteten Zihlstra-
tegien und Darstellungen einleiten. Dieser Strang fiir die Basisversion wird in V14 aufgegriffen. Danach
kann mit dem Zusatztraining sowie V17-V22 weiter geiibt werden.

Durch das geschlossene Format kann die Aufgabe gut bearbeitet werden, es empfiehlt sich die Tragfa-
higkeit der Begriindungen im Auge zu behalten.

V14 Ziel: Zihlstrategie ,,Zu viel zdhlen und dann Doppelte zusammenfassen* nutzen
Dauer 15-20 min
Bezug Nach O4. V14ab) als HA geeignet.
Hinweise Im Fokus steht die angeleitete Anwendung der Zihlstrategie ,,Zu viel zéhlen und dann Doppelte zu-

sammenfassen®, die in b) explizit angeregt wird. Dariiber hinaus kann die Situation auch additiv struk-
turiert werden, was durch die letzte Frage in a) angeregt wird: Es kommen immer n-1 Linien (also ge-
rade die Verbindungslinien des neuen Punktes mit allen alten Punkten) hinzu. Mit dieser Einsicht ldsst
sich ebenfalls eine Berechnung aufstellen (1 +2 +3 + ... + n - 1 fiir ein n-Eck), die fiir Aufgaben mit
zwei gleichwertigen Moglichkeiten ausreicht, aber bei Zahlproblemen, bei denen drei oder mehr
gleichwertige Moglichkeiten vorliegen nicht mehr trigt.
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Basisaufgabe

Dauer
Bezug

Hinweise

Dauer
Bezug
Hinweise

Dauer
Bezug
Hinweise

Vertiefen 4
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via Ziel: Nutzung von Listen und Strategien, um undurchsichtige Probleme aufzu-
schliefen

20-25 min

Nach 03. Als HA geeignet. (gehort nicht zu E4/04, sondern trainiert die Vernetzung der Darstellungen
in den einfacheren Grundsituationen)

Wihrend die Stirkeren an der neuen Zihlstrategie arbeiten, wird im Basisweg weiter daran gearbeitet,
bewusst Strategien zum AufschlieBen von nicht ganz transparenten Situationen zu nutzen, um vor-
schnelle Rechenansitze zu verhindern und eine konkrete Alternative zu bieten.

V15 Ziel: Nutzung der Strategie ,,einfachere Fragen stellen* um komplexe Probleme zu
16sen

20-25 min

Nicht im Basisweg. Nach O4. Nicht in der Basisversion.

Das klassische Lotto ist hier der Anlass die Strategie ,,auf einfachere Probleme zuriickfiihren zu nut-
zen. Dazu bearbeiten die Lernenden in a) ein einfaches Problem, dass in b) operativ variiert wird, so
dass in c) ein allgemeiner Ansatz zur Berechnung der Moglichkeiten entwickelt werden kann (metho-
disch z.B. in der Form einer Mathekonferenz). Der entwickelte Rechenansatz kann dann in d) genutzt
werden, um das LOTTO-Problem zu 16sen.

V16 Ziel: Erarbeitung der Grenzen der Strategie ,,Zu viel zdhlen und dann Doppelte
zusammenfassen*

15-20 min

Nicht im Basisweg. Nach O4. Als HA geeignet.

Die Aufgabe soll die Grenzen des Aufstellens von Rechnungen und insbesondere der Strategie ,,Zu viel
zihlen und dann Doppelte zusammenfassen® fassbar machen. Dazu wird das Ziehen mit Wiederholung
ohne Beachtung der Reihenfolge genutzt. An der Liste in b) soll erkannt werden, dass nicht alle Mog-
lichkeiten gleich oft vorkommen und deshalb die Strategie ,,Zu viel zdhlen und dann Doppelte zusam-
menfassen® hochstens modifiziert angewendet werden kann.

Moglichkeiten in unterschiedlichen Situationen

Hintergrund

In dieser Etappe wird vermischt auch mit nicht so komplexen Problemen getibt. In V17, V18 werden
die lebensweltlich wichtigsten Kontextprobleme des Kapitels erkundet, in denen das Generieren von
vielen Moglichkeiten essentiell ist. V19, V20 dienen der Vernetzung verschiedener Darstellungen Liste
Rechnung, Baum, Situation, zum Teil auch der Unterscheidung von verschiedenen Typen von Zihl-
problemen. V21 vernetzt verschiedene Zihlprobleme in einem anderen Beispielkontext. In V22 besteht
abschlieBend die Chance in einer Spielsituation iiber die Anzahl an Mdoglichkeiten zu bestimmen.
Insbesondere die Aufgaben V17-V20 sind auch im Basisweg relevant.

Dauer
Bezug
Hinweise

Dauer
Bezug
Hinweise

V17 Ziel: Uben des Bestimmens von Moglichkeiten im wichtigsten authentischen Kon-
text

10 min
Zum abschlieBenden Uben fiir alle (auch im Basisweg).

Wenn das Hineinsehen von Schritten geldufig ist, ist die Aufgabe kein Problem. Sonst hilft die Strate-
gie des systematischen Aufschreibens. Die Anzahl der Buchstaben im Alphabet kann vorher kurz im
Plenum geklirt werden (sonst hilft auch eine Liste).

V18 Ziel: Uben des Bestimmens von Moglichkeiten im wichtigsten authentischen Kon-
text

15-20 min
Zum abschlieBenden Uben fiir alle (auch im Basisweg).

Aufgrund der groflen Zahlen und der Verschiedenheit der kombinierten Objekte steht hier das Hinein-
sehen von Stufen und das Aufstellen von Rechnungen besonders im Fokus. Dariiber hinaus ist das
Lernen im und iiber den Kontext wesentlich und 1ddt zum Weiterdenken oder Recherchieren ein.



Sicherheit von Zahlenschléssern — Moglichkeiten geschickt zahlen

Dauer
Bezug
Hinweise

Dauer
Bezug
Hinweise

Dauer
Bezug
Hinweise

Dauer
Bezug
Hinweise

Ziel: Vernetzen der verschiedenen Darstellungen

15-20 min

Zum abschlieBenden Uben fiir alle (auch im Basisweg).

Der Wechsel zwischen den Darstellungen soll spielerisch geiibt werden. Produktiv ist, dass bestimmte
Darstellungswechsel eindeutig sind, wihrend andere viel Raum lassen, ndmlich die Wechsel zu den
weniger strukturierten Darstellungen, insofern viele Listen und insbesondere Situationen zu einer
Rechnung méglich sind. Hier steckt auch das diagnostische Potential des Spiels: Gelingen die Darstel-
lungswechsel in allen Richtungen?

Wenn vorher gut besprochen wird, wie die Zettel eingeteilt werden sollen und passendes Papier genutzt
wird, konnen die Lernenden dann selbstindig arbeiten.

V20 Ziel: Vernetzen der verschiedenen Darstellungen und Abgrenzen der Modellannah-
men

15-25 min
Zum abschlieBenden Uben fiir alle (auch im Basisweg).

Potentiell spielerisches Uben der Vernetzung der Darstellungen. Es empfiehlt sich die erstellten Karten
durch andere iiberpriifen zu lassen bzw. auch selbst zu schauen. Gut ist es, wenn man immer mit frem-
den Karten spielt, das zwingt eher zur genauen Kontrolle.

v21 Ziel: Vernetzen der verschiedenen Darstellungen und Abgrenzen der Modellannah-
men

15 min
Zum abschlieBenden Uben fiir alle nach V13-V16 (nicht im Basisweg).

Offene Aufgabe, die verschiedene Modellierungen zulisst, die sich aber durch die etablierten Beschrei-
bungen (darf (nicht) doppelt vorkommen, Reihenfolge ist wichtig/ egal) gut beschreiben lassen. Hier ist
es wichtig, dass die Annahmen, von denen ausgegangen wird, auch explizit gemacht werden.

Ziel: Moglichkeiten bei verschiedenen Modellannahmen spielerisch bestimmen

15 min

Zum komplexen Uben fiir alle nach V13-16 (nicht im Basisweg).

Im Kontext des bekannten Spiels, bei dem es ja gerade darum geht, Moglichkeiten geschickt zu er-
schlieBen, sollen diese Moglichkeiten in verschiedenen Varianten bestimmt werden. Natiirlich darf
auch einfach gespielt werden. Einen Spielplan konnen die Lernenden schnell selbst erstellen, indem sie
das Bild im Buch als Tabelle ins Heft iibertragen.
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Kompetenzen

Ubergreifende mathematische Kompetenzen

Die Schiilerinnen und Schiiler ...

e nutzen die Problemlosestrategien ,,Problem zerle-
gen‘ und ,,Zuriickfiithren auf Bekanntes* zur Be-
stimmung von Moglichkeiten.

e kontrollieren ihre Berechnungen mit Listen oder an
vereinfachten Situationen.

Schwerpunkte bei den arbeitsmethodischen

Kompetenzen

Die Schiilerinnen und Schiiler ...

e prisentieren ihre Losungswege und diskutieren sie
mit anderen.

Hinweise zur systematischen Wortschatzarbeit
Sprechen und Schreiben: Die folgenden (ggf. schon aus
anderen Kapiteln bekannten) Worter und Satzbausteine
sollten Lernende dauerhaft aktiv nutzen konnen:
e ich stelle einen Code ein,
e ich finde alle Moglichkeiten mit einer Liste/ eines
Baumdiagrammes/ einer Rechnung,
ich schreibe eine Liste aller Moglichkeiten auf,
ich bilde Gruppen/ ich schreibe geordnet auf,

ich zidhle in Schritten,

es gibt drei Moglichkeiten fiir die zweite Stelle,

es sind vier Moglichkeiten im dritten Schritt,

ich zeichne schrittweise die Moglichkeiten in dem
Baumdiagramm auf,

wenn an der ersten Stelle ein A steht, dann diirfen an
der zweiten Stelle nur noch B oder C stehen,

es bleiben als Moglichkeiten nur noch B und C iib-
rig,

,, 14 gilt hier als das gleiche wie ,,41%,

ich fasse gleiche Moglichkeiten in einer Gruppe
zusammen,

die Reihenfolge ist egal,

bei jedem Schritt vervielfachen sich die Moglichkei-
ten mit 3, denn ich habe jeweils drei Moglichkeiten,
ich zidhle zu viel und fasse dann Doppelte zusam-
men.

Lesen und Zuhoren: Diese neuen Fachworter und inhalt-
lich tragenden Worter sollten die Lernenden dauerhaft
verstehen konnen:

sie stellen einen Code ein,
sie arbeiten die Stellen systematisch ab,
die Anzahl der Moglichkeiten halbiert sich.
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Die Hinweise beziehen sich auf
die Aufgaben im Schulbuch. \
Alternativ kann mit den zusitz- 134 Sicherheit von Zahlenschlossern — Moglichkeiten geschickt zdhlen
lichen Trainingsaufgaben im
Onlinebereich von Cornelsen
gelibt werden.

Checkliste Sicherheit von Zahlenschlossern —
Moglichkeiten geschickt zihlen

K1 Ichkann Mbglichkeiten geschickt zihlen mit der Strategie
»Ssystematisches Aufschreiben von Listen®,
Erstelle systematische Listen.
(1)  Wie viele verschiedene Bekleidungsmoglichkeiten

haben die Médels, wenn sie ihre Hosen (H1, H2, : :;5 ::;‘—26
H3, H4) und T-Shirts (T1, T2, T3, T4) beliebig S: 131 Nr: 16
miteinander kombinieren?
(2) Wie viele Moglichkeiten haben die vier Madels
Lena, Selma, Maja und Paula, sich fiir ein Selfie
nebeneinander zu setzen?
K2 Ich kann Méglichkeiten geschickt zdhlen mit der Strategie ,,systematisches Zeichnen von
Baumdiagrammen®.
Erstelle fiir die Fragen (1) und (2) von oben zwei Baumdiagramme. : Es :::;9
Wie verandert sich das Baumdiagramm in (1), wenn die Vier auch ihre Schuhe tauschen
wiirden?
K3  Ichkann Méglichkeiten geschickt zihlen mit der Strategie 5.128 Nr.8
»in Schritten zihlen und rechnen® $.129 Nr.10-12
Wie kannst du mit Multiplizieren die Fragen (1) und (2) von oben 16sen? $.132 Nr.17,18
Zu welcher Frage konnte die Multiplikation 2 - 3 - 4 gehoren? 5.133 Nr.20

K4  Ichkann schwierige Zahlprobleme 16sen, indem ich einfachere Fragen stelle.

In einem Sack befinden sich sechs nummerierte Kugeln. Du ziehst zwei Kugeln auf einmal
heraus. Wie viele verschiedene mogliche Ergebnisse gibt es? Lose das Problem durch die
Strategie ,erst zu viel zdhlen und dann Doppelte zusammenfassen®.

‘Warum kannst du Frage (2) von oben nicht mit dieser Strategie bearbeiten?

$.130 Nr.13,14
$.131 Nr.15,16

> Hinweis: Im Materialblock auf Seite 65 findest du diese Checkliste fiir deine Selbsteinschatzung.
Zusitzliche Ubungsaufgaben findest du im Internet unter /& 134-1.
(www.cornelsen.de/mathewerkstatt, Buchkennung: MWS040036, Mediencode: 134-1)

Basiskompetenzen, die in der Ube-Kartei fiir das spatere
Vertiefen aufgegriffen werden:

K1-3 Ich kann Moglichkeiten geschickt zéhlen durch
Zeichnen von Baumdiagrammen und Zihlen in
Schritten.
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Materiallibersicht fiir dieses Kapitel

Das hier aufgelistete Material ist jeweils mit einem Verweis versehen, an dem Sie erkennen, wo Sie das Material finden.
Dabei steht:
- SB fiir das zugehorige Schulbuch,
- MB fiir den gedruckten Materialblock,
- KOSIMA fiir Online-Angebote auf der KOSIMA-Homepage:
http:/fwww.ko-si-ma.de 2 Produkte = Handreichungen = mathewerkstatt 9,
- CORNELSEN fiir Online-Angebote bei Cornelsen mit Mediencode (Buchkennung: MWS040036):
www.cornelsen.de/mathewerkstatt =2 mathewerkstatt 9 oder mathewerkstatt 5.

I Kombinatorisches Denken 1 Bild der Einstiegsseite (SB[KOSIMA)
- Kombinatorisches Denken 2 Basisaufgabe Sicherheit von Schlossern (SB E1]MB)

Kombinatorisches Denken 3 ~ Methodenspeicher Problemlosen 7 (SB [MB)

Kombinatorisches Denken 4  Ausgefiillter Methodenspeicher Problemlosen 7 (SB [KOSIMA)
Kombinatorisches Denken 5  Methodenspeicher Problemlosen 8 (SB O4MB)

Kombinatorisches Denken 6  Ausgefiillter Methodenspeicher Problemlisen 8 (SB O4]KOSIMA)

Kombinatorisches Denken 7  Basisaufgabe Schlosser und Baumdiagramm (SB V7|MB)

Kombinatorisches Denken 8  Basisaufgabe Mit Baumdiagrammen Listen iiberarbeiten (SB V9|MB)

Kombinatorisches Denken 9  Basisaufgabe Geeignete Schritte finden (SB V10|MB)

Kombinatorisches Denken 10 Basisaufgabe Kann man kiirzer rechnen? (SB V11|MB)

Kombinatorisches Denken 11 Basisaufgabe Welche Situationen, Listen, Rechnungen und Baumdiagramme geho-
ren zusammen? (SB V13]MB)

Kombinatorisches Denken 12 Zusitzliches Trainingsangebot (CORNELSEN, Mediencode: 134-1)
Kombinatorisches Denken 13 Checkliste zum Ausfiillen (SBIMB & CORNELSEN)
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