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Von der Ergebnisgleichheit zur Einsetzungsgleichheit —
Rekonstruktion von Vorstellungsentwicklungsprozessen
zur Gleichwertigkeit von Termen

Verstandnishirden und Fehlvorstellungen zur Gleichwertigkeit von Ter-
men und zum Gleichheitszeichen, wie beispielsweise die Aufgabe-
Ergebnis-Deutung, sind aus zahlreichen Studien bekannt und immer noch
aktuell (Kieran 2007). Neben diesen Anforderungen sind die Lernenden
mit grundlegenden algebraischen Konzepten, wie den Variablen und Ter-
men, konfrontiert, die haufig nur partiell verstanden wurden und dadurch
die Komplexitat des Themas Gleichwertigkeit von Termen fir Lernende
erh6hen (Malle 1993). Eine systematische Erforschung der Vorstellungs-
entwicklung in lernférderlichen Lernumgebungen steht allerdings noch aus.
Welche individuellen Vorstellungen zur Gleichwertigkeit haben die Ler-
nenden, und inwiefern konnen diese weiterentwickelt werden? Welche
Elemente des Lehr- und Lernarrangements sind lernférderlich und welche
begrenzen den Lernprozess, und inwiefern kann ein prototypisches Design
entwickelt werden, das einen Lernprozess erméglicht?

Die Beforschung und (Weiter-)Entwicklung des Lehr- und Lernarrange-
ments fand im Rahmen der Fachdidaktischen Entwicklungsforschung in
funf iterativ verschrénkten Zyklen statt (Prediger & Zwetzschler 2013).
Hier werden empirische Beispiele aus dem 2. Zyklus vorgestellt.

1. Design des Lehr- und Lernarrangements —
Spezifizierung und Strukturierung des Lerngegenstandes

Wie ein Lernweg zum Vorstellungsaufbau zur Gleichwertigkeit von Ter-
men durch die Nutzung von geometrischen Darstellungen aussehen kann,
wird in theoretischen, nicht empirisch Uberpriften, Lernwegskonstruk-
tionen bereits seit langer Zeit beschrieben (z.B. Wellstein 1978, Mason et
al. 1985). Zentral ist dabei die Idee einer tberprifbaren und somit fur den
Lernenden nachvollziehbaren Gleichwertigkeit von Termen dadurch, dass
unterschiedliche Terme das gleiche Objekt beschreiben kénnen (empirisch
fur Funktionen statt Flachen beschrieben durch Kieran & Sfard 1999, fir
eingesetzte Zahlen Pilet 2012). In dieser Studie ist die Nutzung zweier Ob-
jekte zur Interpretation der Gleichwertigkeit leitend: Neben einem durch
geometrische Figuren gestltzten Verstandnis, der Beschreibungsgleichheit
(Prediger 2009, in Anlehnung an Malle 1993) wird die Referenz auf die
Einsetzung aller (bzw. praktisch nur vieler) Zahlen, die Einsetzungsgleich-
heit (Prediger 2009 nach Malle 1993) als zweite inhaltliche Vorstellung



angeboten. Realisiert wurde das Lehr- und Lernarrangement im KOSIMA-
Projekt (konkret in der Erprobungsversion eines Schulbuchkapitels Predi-
ger, Zwetzschler & Schmidt 2011), das die oben beschriebenen inhaltlichen
Vorstellungen aufbaut und anschlielfend nach dem Prinzip der Fortschrei-
tenden Schematisierung (Treffers 1987) zum Kalkdl, den algebraischen
Termumformungen, tUberflhrt.

2. Analysemodell: Theoretische Fokussierung durch
Vergnauds analytische Konstrukte

Analytische Konstrukte aus Vergnauds (1996) Theorie der konzeptuellen
Felder wurden zur methodisch abgesicherten Rekonstruktion der hinter
sichtbaren Handlungen und AuRerungen liegenden Vorstellungen genutzt.
Dazu wurden Vergnauds Theoreme-in-Aktion (durch [|..|| gekennzeichnet)
adaptiert, um die dahinter liegenden Konzepte-in-Aktion (durch <...> ge-
kennzeichnet) zu rekonstruieren, und die individuelle Vorstellungsentwick-
lung der Lernenden erfassen zu konnen (zur genaueren Beschreibung:
Zwetzschler & Prediger 2013).

3. Empirische Einblicke: Herausforderungen
bei der Vorstellungsentwicklung zur Gleichwertigkeit

Der folgende empirische Ausschnitt eines Lernenden (Christian, Klasse 9,
Gesamtschule) aus Zyklus 2a ist exemplarisch fir eine zentrale Herausfor-
derung im Lernprozess analysierter Lernender.

Nachdem das Interview- (1) Welche Kinder berechnen  (I1) Setze in die Tabelle unter
paar in Aufgabe (|) den gleichen Flacheninhalt? ?’?Qt;?gr?z?r?.vv\(/%rstiéﬁlf{cﬂf;ﬁ
(Abb. 1) die Terme auf R

die Graphik bezogen R
hatte, bekommen sie - Semiiiooiliiil
Aufgabe (I1). Christian

ist durch die unter-

schiedlichen Zahlen zu- ~ Abb-1

néchst irritiert und zeigt nach der Erklarung der Interviewerin, dass es un-
terschiedliche Beispiele seien, ein Situationsverstandnis, das sich bei vielen
Lernenden als eine zentrale Herausforderung gezeigt hat. Christian stellt
fest:

15 C Achso also ist das jetzt nicht von dem Gleichen, also von dem alles den
gleichen &h von dem hier?[zeigt auf die Graphik]

16 I Was willst du denn &hm machen, wenns von dem hier sein soll? [zeigt auf

(...) die Graphik]

18 C a-bdie [zeigt auf a und b in der Tabelle] und dann a - h durch 2 [zeigt auf
h in der Tabelle], ich mein das von dem hier [zeigt auf die Graphik]



Der Lernende unterscheidet in dieser Situation zwischen Termen, in die
man die gegebenen Zahlen einsetzen kann und der Berechnung der Graphik
aus Aufgabe (1). Fur ihn scheinen die eingesetzten, konkreten Werte in kei-
ner Verbindung zur Graphik zu stehen, da er die Variablen in dieser ver-
mutlich ausschlieRlich als Namen der Kanten und in keiner allgemeinen
Représentation verstanden hat. Diese zwei konkurrierenden Perspektiven
werden in der Analyse durch die dahinter liegenden Konzepte rekonstru-
iert. Christians Verstandnis der Terme, in die man Werte einsetzen kann
(schwarze Perspektive Abb.2), ist geleitet durch sein implizites Theorem-
in-Aktion |[Um bei zwei richtigen Termen die gleichen Ergebnisse zu erhal-
ten, kann ich unterschiedliche Werte einsetzen||. Durch dieses Verstandnis
des Lernenden l&sst sich sein dafur aktiviertes Verstandnis der Variablen,
des Terms und sein latentes Konzept der Glelchwertlgkelt rekonstruieren.
Er versteht den <Term als S

allgemeine  Berechnungs- N, Grph
vorschrift>, in den man un- /
terschiedliche Werte einset- /
zen kann. Dies realisiert

sich in seinen Konzepten- V4
in-Aktion: der <Variablen / [ stz
als Einsetzungsaspekt> und
der <Variablen als Unbe-
stimmte> (T15 und folgen-
de, nicht abgedruckte B s
Turns). Dadurch ist Chris- app. 2 Bissetzmasthoirli>
tian in der Lage Terme durch Ergebnisse eingesetzter Werte aufeinander zu
beziehen. Was sich in seinem Konzept <Gleichwertige Terme als Einset-
zungsgleich> zeigt (Abb. 2). Gleichzeitig scheint der Lernende in T15 den
Bezug zur Graphik aus (1) zwar Uber die gegebenen Terme, nicht aber iber
die eingesetzten Werte herstellen zu konnen (graue Perspektive Abb.2).
Durch das implizit genutzte Theorem-in-Aktion in T18 ||[Um die Terme der
Graphik zuzuordnen, Gberlege ich inwiefern sie den Flacheninhalt berech-
nen||, steht fir ihn die Graphik weiterhin in Beziehung mit den Termen. Die
in dieser Verbindung genutzten Konzepte der <Graphik als konkrete
Zeichnung> und der <Variablen als Namen der Kanten>, ermoglichen ihm
zwar ein Verstandnis der <Terme als konkret Beschreibungsgleich>, stehen
allerdings als unvereinbare Perspektive (der schwarzen Perspektive Abb.2)
dem Verstandnis der Terme als etwas allgemeines, in das man Werte ein-
setzen kann, gegendiber.
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Die Dimension des Allgemeinheitsverstandnisses, das sich hier limitierend
auf den Verstandnisprozess zur Gleichwertigkeit in seinen einzelnen Ele-



mente (Term, Graphik und Variablen) und deren Verbindung auswirkt, ist
eine zentrale Herausforderung im Lernprozess.

4. Konsequenzen fur den Entwicklungs- und Forschungsprozess

Der systematische Aufbau eines Allgemeinheitsverstandnisses wurde Aus-
gangspunkt fir Designverdnderungen. Es wurden Lerngelegenheiten ge-
schaffen und weiter entwickelt zum systematischen und vernetzten Aufbau
eines allgemeinen Einsetzungsverstdndnisses. Zudem bietet das Allge-
meinheitsverstdndnis ein Erklarungsansatz in der Beschreibung von Vor-
stellungsentwicklungsprozessen zur Gleichwertigkeit von Termen.
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